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I1I-3. 


Sia A(t,x,Dx) un operatore differenziale del 2° ordine con 
simbolo principale positivo e sia B(t,x,D, Dx) un operatore differen- 


ziale del 1° ordine. Per ogni fissata fe C°(R E'(R')) siamo interes- 


t' 
sati alla costruzione di una ue CR D(RY)) tale che 


(1) iii io- re C° (9) 


t 


con £ intorno di (to: xo) E RX Ri, 

Se Bi > 0,u si costruisce utilizzando gli operatori pseudo- 
differenziali, se to < 0, si utilizzano i F.I.0.. Se to = 0 la u si co- 
struisce mediante certe funzioni di Airy [2, 31. Noi qui effettueremo 
le considerazioni e i calcoli sul modello Dî + t Dx]; per il caso ge- 
nerale si vedano [2, 3] . Precisamente, in [ 2] viene rappresentata con 


gli operatori integrali di Fourier-Airy la soluzione v del problema di 


Cauchy 

coi + t Dx) va f t<o0 
(2) Vle p 

Dov I 


ed in 13] vi è la costruzione della w soluzione del problema di Dirich- 


let 


coî +t Dx} = ff t20 
(3) 
ipa 39 


III-4. 


Scegliamo come dati del problema (2)y=geg = DALIPNE 


Allora se definiamo 


w(t) t=20 
ult) = 
v(t) teo 
si ha 
col +t ix |u hg 


1, COSTRUZIONE DI v 


3 
3 i(tz- 
Poniamo A +(z) = a 2-1 /3) dt 


(cel 
+ 


dove C+ sono i cammini nel piano complesso indicati in figura 


a 
Na ale C 


ES n/6 


Allora A" (z)=z Az) el4l 
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Consideriamo gli operatori 


G+ (t,5)f(x) = dl ip As(t1e]°/) Î(E) de 


A'+(S|e|2/3 
dove t Ss < 0. Se lel]ej?8 < $ 1, anche 1s|{ej?/3 SA 
2/3) Jp 2/3 2/3, 
ed allora A+ (t|E] 4 )/At (s|E] de S; ,2/3,2/3" Sè |t|je] / e 
|s{1£1?/® < 1 segue da (4) e (5) che As(t|€]2/3)/A as (s|e|/3 = 
+ È i[t|3/2|e] ; | 
=m, (t,s,E) e con m, € $,,2/3,2/3" Infine se 
|s11£1°/* è 1, sempre per (4), (5) si ottiene 
dita II 11042 
2/3, 2/3, + È 4([t|®2_]s1®/2)]c] 
(tel )/A,(s|El =n,(t,s,€) e con 


51 ,2/3,2/3" Quindi 


GE(t,5)f(x) = ls (t,5,D)f(x) 


3/2 


i rapiti lt1“el) 
+ li mt (t,5,€) f(E) de 


3 
i ronea je]? | - sj?) |ej 
sf nt (t,s,€) f(€) dé 


Se s = 0, t < 0 fissato, 


î [4654 È SONATE A 
Gt (t,0)f(x) e qt (t,E) F(E) de 


2 
> WFGI (t,0) fC{(y +3 |t1®2n/]al , n)[(y,n) € WFf} 
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Se t < s < 0 sono fissati, 


ito, +S(t]®/? - 1514] ; 
GP (t,s)f(x) = Je Pi(t,5,6)f(E) de 


3/2 


WF Gt (t,s) fc{(y È ([t|® - |Js|") n/in| .n)](yan) € WFf} 


Ora abbiamo 


OD 1, 2/3 
+ (5,5)f(x) -fe At (slE|) Fle) de 
Ai (s|El) 


D, G, (5,s)f(x) = 1 |Dx|?/3 


Consideriamo 
2/3 2/3 
ej?/3 A+(s E ) |ej?/3 A- (S- E ) 
n'+(s|e|2/3 a'-(s|ej?/3) 
det L = det 
1 2/3 1 2/3 
i IEl 7 JE 
< Lelli iz 186619 -(5151°9) 
A'-(s|E|)A'-(s|E| 7) 
- A-(ste|?/3) as (s|ej?/3)1 


ma A, e A_ sono funzioni di Airy e dunque 


(AA'- A A')'=A'A'+A th - A'UA'- A tA =0 
+ —- - + + - + - - + - + 


III-7. 
da cui det L = cost 1ejt43, A. A') 


Consegue che la matrice 


[0x1?/S6, (8,5) |ox|2/3 & - (s,5) 
D, G(5,5) D,G_(,5) 
dt "i FCR, 2/3 i 2/3 (o) 
è invertibile poiché per (4), (5), A, (sJel )/AI(s|E|) e $1.2/8° 
Indichiamo con 
K(s) = 
Kn (5) K(2265) 
l'inversa. Poniamo quindi 
z 2/3 2/3 
I{t,s) = DA G,(t,5) K,1(5) + |Dx| G (t,5) K,,(5) 


Ora 


(eni 
_ 
(72) 
. 
(72) 
— 
I 
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a 
_ 
v 
(72] 
o, 
1 
(«| 


La soluzione v di (2) è allora 


I1I-8. 


t 
v(t) = I(t, o)yp + J(t,0)9d :f J(t,5)f(s,x) ds 
O) 


2. CENNO AL CASO GENERALE 


Indichiamo con a, (t,x,E) il simbolo princale di A e consi- 


deriamo l'equazione iconale 


90, 26 


( =) = -t an(t,x, ea 


«A (0,x,E) = E 


Si prova [2] che esistono 9,p € C°([-T,0) x R‘ x R) 


omogenee di grado 1 e 2/3 con G(t,x,E) = <x,€> + # V(6,%,E), 


p (0,x,E) = 0, DI (0,x,E) <0 tali che 


è soluzione di (4). 
Per la costruzione di d,» si applica la teoria di Hamilton- 


Jacobi all'equazione 


de al e 
(7) da 25 an (s »>* x ) 
Se y è soluzione di (7), gi (t,x,€) = (+ Vit., , 0 = soluzione di (6). 


Introduciamo gli operatori 


III-9. 


G,(t) f(x) 
= VRSSEISITARE A_(G(t,x,E)) - ih(t,x,€) AL(G(t,x,E))}f(E)de 


+00 +00 
con gv È, gv, ho ) h classici. Dalla definizione di A, 
0 


“pae 
n 3 


segue 


fe {g A, (o) - tha (p)} f de 


NR: . 
[RARI ZEZITOTA f de 


c 
fu 


3/3 


Posto d = -tT"% + tp +8, alt,x,E,tT) = g(t,x,€) + t h(t,x,€), 


È 
t 


(D. + tA + B) G.(t)f(x) = 0 segue da 


la + tA + B)(a el9) dr = ole °) 


Attribuiamo a t peso 1/3 cosicché a.) quasi-omogenea di gra 
do -v. In generale diremo che b(t,x,E,t) è quasi-omogenea di grado m se 
b(t,x,1E, hi t) = b(t,x,E,t) pi L'osservazione che facciamo ora è 
cruciale. Sia B(t,x,€,T) un polinomio int quasi omogeneo di grado m ta_ 
le che B(t,x,E, + Vo) = 0. Allora possiamo fattorizzare come B(t,x,E,t) = 
= vu - G) Q(t,x,E,t), dove Q è un polinomio int àmogeneo di grado m - 2/3. 


Integrando per parti si trae 
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[ve] 
D 
e 
Q 
A 
Il 
- 
da 
NS) 
' 
Q 
_ 
Q 
D 
e 
(= 
A 


& 


È 


€ 
+ 
E gx iò e i id 9Q 
] i DI e'Qdi=i e se dt 
* 


9Q 


© E (derivata complessa) è quasi-omogenea di grado m - 1. Ora 


f co + tA + B)(a a di 


* 


= | g'4 (Y+L + M)a dt 


c 
È 


2 


È CIO) 
+ t ap tt a, (ty 


dò dd 
dx 


dove Y(t,x,E,t) = " 


A L= L(tx3Ests Di: DÌ: 


funzioni quasi-omogenee di grado m +» funzioni quasi-omogenee di grado 

m+1,M= M(t,x,E,t,D,3D,): funzioni quasi-omogenee di grado m > funzio 
ni quasi-omogenee di grado m. Sappiamo che Yitob, è VW) = 0 per cui per 
l'osservazione precedente, Y(t,x,E,tT) = tal - p) O(t,x,E,t). Segv X g-v 


eha&Eh 3° poniamo a, = 9, +T h-v. Allora 


v=-1/ 


J col ema dita ea 


i | id 2 
. Abbiamo visto che J va_e dr sH I ad (Qa y)dT 


c, c, 


Perciò possiamo scrivere 


f (DÈ + ta + BI(a e'9) di 
Cc 


3 iò 
[La +7 (Qa.)! e dt + 


Ju, 
Si 

+ Tha, 
a 

+ Lia Z mag eta 
2 


Ca 


SUE - 9 
Richiediani Lasi (ail, gl 


Allora sempre per l'osservazione precedente 


I (o + tA + B) (ne' ar — IC a, 4 Ma_ + i LA (Qa_,) + Fl eta + 


IT 
c c 
+ + 
e d id 
lia 19, Male dt 
4 € 
Ra 
Dunque le equazioni del trasposto assumono la forma 
+ @ 
(8) La +i—- (Qa )-F =‘ 
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1I1I-12. 


È 


Non è difficile vedere che posto ca RI Vo h_1-1/3 la (8) si scri 


ve come 


=V 
2(0, + Vo al a 


da, 
(9) rt 2 too, + Mata 
+ Ex 


De cltoue, #6 È, = 


Per le proprietà dip , si può considerare il cambiamento di 


variabile t + p. Definiamo 


al (P,x,) al (t(0,x,E), x,E) 
"Vv Vv 


al (s,x,E) = a°(s5x,t) 
Ji 
Le (9), diventano 
NO 98° 
a 
d + È -i È 3° _ 
ds "ug Le dx, * N41 do oa 
(10), 
1 v=0 
(0,x,E) Co 
0 v>O0I 


Quindi dalle soluzioni di (10), si ottengono le soluzioni di (9), pren- 


dendo 


do (txt) = al, (Voft,xs E), Xs E). 


III-13. 
3. COSTRUZIONE DI w 
Prendiamo in esame ora il problema di Dirichlet [3] e comin 
ciamo dal caso in cui f=0. 


Introduciamo le funzioni di Airy A(z) e B(z) così definite 


(11) A(z) exp(z t - ta )at 


2Ili 


f 


3 
2 expfzt - t"/3)dt 


ti 


(12) B(z) 


" 


dove i cammini P e A sono rappresentati in figura 


—-&m/3 


E' noto [4] che 


(13) Afoja 13 


INS 
n 
Lo) 
ILVA 
= 


3/2 
-1/4 Li 


w 


(14) B(p)v: 


Consideriamo l'operatore 


(15) H(t)g(x) = fis act|e|®/3) ace) de 


III-14. 


Ovviamente 


(È + t]D,1°) H(t)96x) = 


H(0)g(x) = g(x) 


Osserviamo che a t > 0 fissato l'operatore g > H g(t,-) è regolarizzan- 


te. Indichiamo con 0" 1a classe dei simboli a(t,x,€) che verificano le 


stime 
P_i m-ja| + É (5-9) 
|t° D DE D pÈ al< c(1+ |E]) 3 
ATIora k, = act]e|?/3) e 0°. 
. ; Di $i 
Per esempio ID} kl = |aS. je] |El i c|e] tai 


se t|e}3 < 1, mentre se cla > 1, utilizzando la (13) si trae 


2/3)5/2 s7219/2|E1/3|ej25/3 25/3 


Dì kl s cele 4] sc E 


-2p/3 2/3 


-2 
2p/3 lei p/3 zi, 


tg sc e Je] < ciel quando t|E] 


Se s[ej?® > 1 utilizzando nuovamente la (13) abbiamo 


2t/2|e|/3_ 213,P 200° le1/3 


PI sCUre (t|E] 


2p/3 


È -2p/3 
IE sc |P, 


Per quanto riguarda le derivate rispetto a € la stima segue 


da 
DE K = somma di elementi del tipo 


2/3 
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2/3 DA 
con y, +... +y, =0 > ks Joh. Sete]? s1, DK] 


2/3 


2K/3-|a.| “€ pelo mentre se + |E] > 1 di nuovo si uti- 


< t£ je] 
lizza la (13). 


IV 
i 


Esaminiamo ora il problema (2) con f 0. 


Poniamo 


Y= {(t,s,,E) € X| s st} 


A 


ZE {t,S,X,E) € X| t£s} 


Sia (tis,x,E) + k(t,s,x,E) € CX) N _C°Mn C°(2) 


Formalmente consideriamo l'operatore 


KF(t,x,) = Jf a gir) Feels de, 


s20 
0 N 
R 
fe De ( t* R,) 
Se assumiamo che k non:dipende da x: 


(i + t|D ò) KF(t,x) = fatte 9 (t,E) f(LLE) dé 
t Xx DK 


(17) I] e' +52 (DÈ k + tlz1Z k) F(8,6) de ds 
s20 
dove DI (t,E) = lim D,K(t,5,8) - lim D,K(t,5,8). 


6A È sNt 
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Scegliamo k(t,s,E) come segue 


a(t|E1?/®) 8(s le?) tessl 
k(t,5,E) a 
8(t|e1?/3) a(s|e]/3) >t20 
2/3 2/3, 2/3, 2/3), 


Notiamo che i D p(t»5) = [El '(t|E] B(t|E] 
E 


2 . P 
At|E| 13) si la(”* poiché (A'B - B'A)' = 0 
Per come è stato scelto k abbiamo dunque 
(D, p° + t|Dx]î) Kf(t,x) = y px|2/3 flt,x) 
KF(0,x) = // e'%>2 a(s|E]?/3) #(5,e) ds de 
s20 
Poniamo È = - px] 72/3 K. La soluzione w di (3) è allora 


Vv 


w (t,x) = RF (t,x) + H(t)(g(x) - RF(0,x) . 


4. CENNO AL CASO GENERALE 


IH 


Consideriamo semplicemente il caso A(t,x,Dx) = an(x,E), B 
con a, omogenea di grado 2. Vediamo come in questo caso si costruisce H. 
Precisamente cerchiamo H nella forma 


Hf(t,x) = fanti) h(t,x,E) f(E) de 


111-17. 
da cui segue 


co + tA) Hf(t,x) 


N 
; 2 2 

(18) è fonico) {D, h+ tw h+2+ 2g E; D. K 

+t5 d;; Dj D; h} f(E) de 
avendo posto ww = Va, = Va, (x) E; E; 

Diremo che w (t,x,€) è pseudo-omogeneo di grado m se 
w(t/X, x, 13/25) = i (t,x,E) A > 0. Cerchiamo formalmente h come 
uno sviluppo asintotico del tipo È h-3 con h 3 » pseudo-omoge- 

0 2 2 
nea di grado - 3 v. Dalla (18) si trae dunque 
2 
(D, + tA) HF(t,x) 
nudi ” 2 
Ù - } BE exp (i<x,t>) ‘h "a tw h 3_* F 3 } f(E) de 
(0) pi "2 Vv "72 

con F 3 pseudo-omogenea di grado - i v+2, Fa = 0. 

Le equazioni di trasporto sono dunque 
(19) Wi, -th, =F (h ho 

By sq -i va2 steel ® 

2 2 2 p° 


In [3] si prova che possiamo prendere come soluzioni delle 
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1+3j bi 
é L; t 99;-v42/3 (x, E) A'(tw°/°) 


dove IK è omogenea di grado k. Non è difficile provare che h - 3 vee 
+00 


e quindi si può definire h v >». h- 3 Vi. 
0 
Osserviamo poi che h_(0,%,8) =1, h_3 A (0,x,&)=0, v21 
2 
La costruzione di K è più complessa. Cerchiamo K(t,5,x,€) 
+0 
(9 | 00 * 00 
( 
v kia (t,s,x,E) conk € C MnC vo Cda 
È  $ 3 
A % ts 3/2 "a 
k_3, ECONCM , kgah 371%) E) = A 3 (t353x;È) 
2 2 p° 


A > 0. Allora segue 


(DL + tA) Kf (t,x) 


2 
t 
= fio ‘pk (t,x,E) f(t,€) 


+ RCS ge oi + tA) fe k(t,s,x,E)) f(€) de 
s20 


Scegliamo ko in questo modo 


—_ 
(72) 
IV 
+ 
UVA 
o 
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Le equazioni di trasporto sono del tipo 


& 
Il 
(c») 
D 
ui 
(=) 


In [3] si prova che possiamo prendere R_3& soluzione di (20) con un com 


2 
portamento del tipo 
n j j 2 
ki Fa [E] Ù bei, 23) \ej® A(tw 13) B(su2/3) , t2s20 
2 
k_3y RIE Je 59/259 Leti Atsut/8) Bira8/), sato 
2 


+0 
Cioè si può definire kw ) O k_3 

0°? 
-differenziale con simbolo principale cost w2/3 e quindi ellittico. 


gr Ora DK risulta essere uno pseudo- 


III-20. 
BIBLIOGRAFIA 
[1] L. BOUTET DE MONVEL, Journal] d'Analyse Math. XVII (1966) p. 241-304. 
[2] M. IMAI, HOK K. Math. J. 8 (1979), p. 126-143. 


[3] F. SEGALA, Parametrices for the operators of Tricomi's type. Appa- 


rirà su Ann. di Mat. Pura e Appl. 


[4] W. WASOW, Asymototic expansions for ordinary differential equations. 


Interscience, 1965. 


